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1. a) Wir zeigen beide Inklusionen “C* und “>“ auf einmal:

Fiir x € X gilt unter Verwendung der Definition des Urbilds
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b) ... und ganz genauso hier:
Fiir x € X gilt unter Verwendung der Definition des Urbilds
r€fY(BNBy) <+« f(z)eBNBy
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2. Wir versuchen zunéchst, y in Abhéngigkeit von = explizit zu berechnen, also die Gleichung

y+r-x
y+s-x

=2

nach y aufzuldsen. Dies geht folgendermafien:

y+r-zx
Yy+s-x
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(r—2s)-z=uy.

Wir erhalten also y = (r — 2s) - x als einzige mogliche Losung; da die Umformungskette einen
Implikationspfeil enthilt, der keine Aquivalenz ist (der umgekehrten Schlufrichtung steht die
Moglichkeit einer Division durch 0 entgegen!), miissen wir die Probe machen, also den folgenden
Ausdruck betrachten:

(r—2s)-z+r-z (2r—2s)-x

(r—2s)-z+s-z (r—s)-x

Dieser Bruch hat tatséchlich stets den Wert 2, aufler im Fall, daf} sein Nenner versehentlich null
wird. Wegen x # 0 (es gilt 0 ¢ N!) tritt dieser Fall genau dann ein, wenn r = s ist; und in der

Tat ist fiir » = s die Gleichung
y+r-x

y+r-x

=2

niemals erfiillt, denn dieser Bruch ist entweder nicht definiert (wenn ndmlich sein Nenner zufillig
verschwindet), oder er hat den Wert 1.



3.

Unsere Abbildung sollte also = auf die Zahl (r — 2s) - @ =: f(x) schicken. Nun gibt es aber ein
neues Problem: Diese Zahl kénnte < 0 sein und damit aulerhalb der angegebenen Zielmenge N
liegen. Dies passiert genau dann, wenn r — 2s < 0, also r < 2s ist; fiir alle anderen Werte ist
alles in Ordnung.

Insgesamt liefert die angegebene Vorschrift also genau dann eine Abbildung, wenn r > 2s ist
(denn dann ist insbesondere auch r # s), und dann ist f(z) = (r — 2s) - z.

2)

b)

Es sei y € f(f~1(B)); nach Definition von f(...) bedeutet das, dass es ein z € f~1(B) gibt
mit y = f(x). Nach Definition von f~1(B) ist dann aber f(z) € B, und wegen f(z) =y
folgt 3 € B. Also gilt f(f~(B)) C B.
Beispielsweise kann man M = N, N = Z und B = {-1} C Z wihlen und f : N — Z,
f(z) = z fiir alle z € N (die sogenannte , Einbettungsabbildung“). Dann ist f~!(B) = @
und damit auch f(f~1(B)) =2 ¢ B.

Auch das folgende Beispiel funktioniert:
Seien X =Y =Rund f: R — R, f(z) =1 (konstante Abbildung). Sei B := [0,2] C R.
Dann ist

Ahnlich wie in Aufgabe 3 vom Tutoriumsblatt 7 kann man ein solches Beispiel finden, indem man
versucht, die Aussage ,,B C f(f~1(B))“ zu beweisen. Dazu miissen wir also y € B als gegeben
annehmen; um zu beweisen, dass y auch in f(f~1(B)) lige, miiite erst einmal y diberhaupt von
der Abbildung f getroffen werden — und dafiir gibt es im allgemeinen keinen Grund. Wir miissen
also zur Konstruktion eines Gegenbeispiels nur die Mengen und die Abbildung so wéhlen, dass
B ein Element besitzt, das nicht von f getroffen wird.

Man beachte, da88 es sich bei den Mengen (f o g)~}(C), f~(C) und auch g~ '(f~1(C))
um Urbilder handelt. Es ist nicht vorausgesetzt, dafl die betrachteten Abbildungen bijektiv
sind!

Wir wollen fiir C C N
(fog)™H(C) = g M (fHO)).

zeigen, und zeigen dazu wieder beide InKlusionen auf einmal:
Es ist fiir x € X unter Verwendung der Definition des Urbilds, sowie der Komposition fog

z€(fog) (C) = (fog)la)eC
= flglx) eC
= g() e fHO)
= zeg '(fTUO). v
Wir verwenden a) mit C' :=]oo, —5] C R: Es ist

FHO) ={yeQ| fly) eC} = {yeQ|4y” —3Ty+4 < -5}

Nun ist nach der Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen aus Kapitel 3 ist fiir zunéchst
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also gilt (siehe ebenfalls Kapitel 3)

1
dy? —=3Ty+4< -5 <= 4> -3y +9<0 < 1SY<9
Damit ist 1
D:=f0)= 7.9 nQ
Nun ist

g H(fH0) =971 (D) = {x e N| g(z) € D},
und g(z) = 2% —4x + 4 = (z — 2)?, also gilt fiir z € N

1
g(x) €D < Zg(:c—2)2§9.

Wir schreiben diese Doppelungleichung als zwei einzelne Ungleichungen, bestimmen jeweils
deren Losungsmengen L; und Lo, und bilden dann den Schnitt L := L1 N Lo.

Es ist
@-22<9 ¥ 3<4 2<3
— -1<z<5H
zeN
= r€{1,2,3,4,5} =: L.
und
1 (3.16) 1 1
S < (z—2)? —2> = —2< =
47(95 ) = = Vo ox <35
— 225 V <15
1 €{1,3,4,5,6,..} = L.
Also ist

L:=(fog) Y (C)=LiNLy = {1,3,4,5}.



